Modele mieszane

Model efektow losowych- model || komponentow wariancyjnych

Dotychczas rozwazane modele liniowe to tzw. modele efektow stalych albo modele I. W modelu
efektow statych poziomy czynnikéw sg z gory ustalone i interesujg nas hipotezy liniowe dotyczace
tylko tych rozwazanych pozioméw. Jezeli z pewnych wzgledow potraktujemy poziomy czynnika nie
jako z gory ustalone, ale jako wylosowane z pewnej hipotetycznej populacji poziomow to taki model
nazywamy modelem efektow losowych (model II). Moze by¢ kilka przyczyn dla ktorych efekty
poziomow pewnej zmiennej objasniajacej zdecydujemy si¢ potraktowac jako efekty losowe.

e Efektow tych moze by¢ tak duzo, ze zamiast traktowac je jako parametry modelu,
przyjmiemy, ze s3 to zmienne losowe z rozktadu, ktérego parametry bedg parametrami
modelu.

e Mozemy tez nie obserwowaé wszystkich mozliwych poziomoéw zmiennej objasniajacej, a
efekt obserwowanych poziomdéw potraktowaé jako realizacje pewnej zmiennej losowej
opisujacej efekty w catej populacji.

e Liczba poziom6éw zmiennej objasniajacej zalezy od liczby obserwacji. Jezeli do badania
rekrutujemy wigcej osob/obiektow, to mozemy obserwowal wigksza liczbg poziomow
zmiennej objasniajacej

e W ogolnej sytuacji trudno poda¢ definicje¢ efektow losowego i statego. Ta sama zmienna
moze by¢ uwzgledniona w jednym modelu przez efekty state a w innym przez losowe. Wybor
typu efektéw czgsto zalezy od interpretacji lub kontekstu. Rozroznienie miedzy efektami
stalym a losowymi jest o tyle istotne, Ze mozemy otrzymac rézne wyniki w zaleznosci od
tego, czy pewng zmienng opiszemy efektami stalymi czy losowymi. Dobrze jest mie¢

argumenty na obron¢ dokonanego wyboru.

Podobne jak w klasycznym modelu Y = Xp+¢ , €~ N(0,0°I) interesuje nas opisanie zaleznosci
pomiedzy zmienng objasniang y a zbiorem zmiennych objasniajacych. Czg§¢ efektow zmiennych
objasniajacych traktowana bedzie jako efekty state a czes¢ jako efekty losowe. Macierz modelu
opisujaca zmienne odpowiadajace efektom stalym oznaczamy symbolem X a macierz opisujaca
zmienne odpowiadajace efektom losowym symbolem Z. . Przyjmujac liniowg zalezno$¢ miedzy
kolumnami macierzy modelu a zmienng objasniang mozemy rozwazy¢ model postaci
Y=Xp+Zu+eg,
gdzie Y -obserwowany wektor wartosci zmiennej obja$nianej

X - macierz (n,p) zmiennych objasniajacych dla efektow statych



B=| : | wektor nieznanych efektow statych
By
Z. - macierz (n,q) zmiennych objasniajacych dla efektow losowych

2 . . .
u~ N, (0,6°D) - wektor zmiennych losowych odpowiadajacy efektom losowym

g~ N, (0,0°1)- zaklécenie losowe
Roéwnowaznie moglibysmy okresli¢ ten model jako
Y = Xp +e, gdzie e=Zu +¢ , wicc V(e)=c (I1+ZDZ").
Podsumowujac, Y jest wektorem losowym o rozktadzie brzegowym
Y ~ N(XB,o>(1+ZDZ"))
oraz o rozkladzie warunkowym

Y |u~ N(X+Zu,c°1)).

Przyktadowe modele mieszane i ich zastosowania rencterasi

Y=Xp+Za+--+7Za +e,

m-m

gdzie jak zwykle w modelach liniowych E(€) =0, cov(g) = Gzln , macierz X -( n,p) znana (niekoniecznie
petnego rzedu) P -(p,1) wektor nieznanych parametréw. Macierze Z ; 0 wymiarach (n,r;) s3 pelnego rzedu i
opisujg przynalezno$¢ jednostek eksperymentalnych do réznych grup. Nowoscig jest to ze a,sg (7;,1)
wektorami losowymi o ktorych zakladamy, ze £(a,) =0, cov(a,) =0, 1_21 , - Zatozymy réwniez , ze

cov(a; a;)=0 h)) cov(a,,g) = 0(r, . - Zatozymy takze normalnos¢ wektorow losowych wystepujacych w

modelu, co umozliwi zastosowanie podejscia bayesowskiego do estymacji i testowania hipotez.

e Randomized Block Design (Bloki losowe). RDB to metoda eksperymentalna powszechnie

stosowana w rolnictwie, farmacji i eksperymentach przemystowych, gdzie jednostki
eksperymentalne sg grupowane w jednorodne bloki na podstawie wspolnych cech (zmiennych
zaktocajacych, ktore maja potencjalny wplyw na odpowiedz ale nie sg one glownym problemem
badawczym) a nastepnie losowe przypisanie zabiegow (primary factor) do jednostek
eksperymentalnych w obrebie kazdego bloku zwigkszajac precyzje wnioskowania o zabiegach
zmniejszajac ryzyko bledu eksperymentalnego poprzez uwzglednienie systematycznych roznic

miedzy blokami. (Eksperyment obejmujacy 3 zabiegi zostat przeprowadzony przez losowe



przypisanie zabiegéw do jednostek eksperymentalnych w kazdym z 4 blokéw o rozmiarze 3.

Mozemy wiec uzy¢ modelu
Y,=p+7,+a,+¢,;i=1+3; j=1+4
a;~ N(0,07); &~ N(0,0%); cov(a;,&;) =0
Jezeli przyjmiemy, ze obserwacje sa sortowane wedlug blokow i zabiegéw w obrgbie blokéw, mozemy

wyrazi¢ ten model w postaci 'Y = XBp+Z,a, +¢

1
I
1
I
1
I
1
I

Y, 1 100 1 0 00 &
Y, 1 010 1 0 00 &y
Y, 1 0 0 1 1 0 00 &y
Y, 1 100 01 00 &
Y, 1 01 Ofu 01 0 O0ja &y
Y, _ 1 00 Ir¢ . 01 0 O0fa, L[
Y, 1 1.0 Ofz,| |0 0 1 Ofa, Els
Y, 1 01 0fr 0 01 Ofa,| |é&xn
Y, 1 0 0 1 0 010 &,
Y, 1 100 0 0 01 &l
Y, 1 010 0 0 01 &y
Y] (1 0 0 1] 10 0 0 1] | &34

Kolumny w macierzy efektow statych sa zalezne(pierwsza jest suma pozostatych) .Program R zastosuje

kodowanie oszczedne przyjmujac 7, =0.

I
1
I
1
I

P4

1 1o o 1 000 &,
Y| [1 1 0 1 000 &y,
Y, | [1 0 1 1 000 &y
Y,| [1 0 0 0100 &,
Y| |1 10 01 0 0fq] |&,
}’32101'810100(12 &5
v 1711 0 ol ® o 0 1 ola e,
}’23110'830010(14 &5
Y, | (1 0 1 0010 £
Y,| [1 0 0 0001 &,
Y| |1 1 0 0001 &,
Y] |1 0 1] 0 0 0 1] e

Struktura kowariancyjna wektora obserwacji jest tu nastepujaca



X 0 0 0

01 s 0 o o’ +o; o} o}
Y=0/ZZ +5°1,= : ,gdzie X, =| o o'+o. o}

0 0 El 0 2 2 2 2

o 0 0 % o o, o’ +o,

Interpretacja parametrow jest nastgpujaca
ﬂl - §rednia (oczekiwana) warto$¢ odpowiedzi przy pierwszym zabiegu
182 - roznica $rednich odpowiedzi pomiedzy zabiegiem drugim i pierwszym

,83 - roznica $rednich odpowiedzi pomiedzy zabiegiem trzecim i pierwszym

Realizacja modelu w R

set.seed(123)

y1<-¢(5,6,7,6,7,8,7,8,9,8,9,10)+rmorm(12) #generujemy 12 elementowy wektor odpowiedzi y
x1<-¢(1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3)

z1=c(1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4) #zmienna jakosciowa o 4 poziomach
danel<-data.frame(y1,x1,z1) #tworzymy ramke danych

danel$x1<-factor(danel$x1) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowej

levels(danel$x1) <- ¢("T1","T2","T3")

danel$zl<-factor(danel$z1) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowej

levels(danel$zl) <- ¢("A","B","C","D")

danel

library(lme4)

modell<-lmer(yl~x1+(1|zl),data=danel , REML=FALSE,control = ImerControl(optimizer ="Nelder Mead"))#estymacja metoda ML
modell @pp$Zt # transponowana macierz Z odczytana ze slotu modelO@pp obiekty klasy S4
t(modell @pp$Zt) # macierz Z

image(getME(modell,"Z"))#graficzny obraz macierzy Z dla modelu 1

t(modell @pp$Zt) # macierz Z

t(modell @pp$Zt)%*%modell @ppSZt

modell @pp$X # macierz X

image(getME(modell,"X"))#graficzny obraz macierzy X dla modelu 1

summary(modell)

#wyznaczymy predykcje efektow losowych

#argument condVar=TRUE dodaje do wyniku informacje o odchyleniach standardowych
library(lattice)

(u=ranef(modell,condVar=TRUE))

dotplot(u)

ranef(modell,drop=TRUE) # predykcje efektow losowych z warunkowymi wariancjami
fixef(modell)

Zadanie. Zapisa¢ w postaci macierzowej ten model jesli dane sortowane wedlug zabiegdw i blokéw w obrebie
zabiegdw.
e Subsampling (Podprébkowanie). Subsampling, to technika redukc;ji ilosci danych przez
wybieranie tylko czgsci probek z wigkszego zbioru, czesto stosowana w przetwarzaniu sygnatow
1 obrazéw, sieciach neuronowych i statystycznej kontroli jakosci kosztem pewnej utraty
szczegotow. Wytworzono trzy partie przy uzyciu kazdego z dwoch procesow. Z kazdej partii
uzyskano i zmierzono dwie probki. Ograniczajac efekty procesu do sumy zerowej, model jest
nastgpujacy
Vy=pu+t,+a;+¢e; ;i=12, j=1:3,k=12, 7, =1,
a; ~ N(0,07); &, ~ N(0,6%); cov(a,,&,) =0

[j b
Jezeli obserwacje sa sortowane wedlug procesow, partii w procesach i probek w partiach,

mozemy zapisa¢ ten model w postaci 'Y =Xp+Za, +¢&
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#Rencher Subsampling

set.seed(123)

y2<-rnorm(12) #generujemy 12 elementowy wektor odpowiedzi y
x2<-rep(c(1,2),each=0)

z2<-rep(1:6,each=2) #partia

z3<-rep(1:2,6)#probka

dane2<-data.frame(y2,x2,72,73) #tworzymy ramke¢ danych
dane2$x2<-factor(dane2$x2) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowej Proces
levels(dane2$x2) <- c("Procl","Proc2")

dane2$z2<-factor(dane2$z2) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowej Partia
levels(dane2$z2) <- c("pall","pal2","pal3","pa21","pa22","pa23")
dane2$z3<-factor(dane2$z3) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowej
levels(dane2$z3) <- ¢("prl","pr2")
model2<-lmer(y2~x2+(1|z2),data=dane2,REML=F ALSE,control = ImerControl(optimizer ="Nelder Mead"))#estymacja metoda ML



t(model2@pp$Zt) # macierz Z

image(getME(model2,"Z"))#graficzny obraz macierzy Z dla modelu 2
model2@pp$X # macierz X

t(model2@pp$Zt)%*%model2 @pp$Zt

Parametryzacja R efektow statych

Split-Plot Studies(Badania z podziatem na dziatki). Split-Plot, to hierarchiczny plan badan

czynnikowych gdzie jeden czynnik (whole plot factor) jest przypisany do duzych jednostek
eksperymentalnych (whole plots) a drugi czynnik(split-plot factor) jest przypisany do mniejszych
jednostek (subplots) w obrgbie duzych jednostek. Zwykle whole plot factor jest trudny do kontrolowania
(np. metoda nawadniania) a drugi jest znacznie tatwiejszy do kontolowania. Przyktad wprowadzajacy.
Agronom chce sprawdzi¢ skuteczno$¢ 3 rodzajow nawozow przy 2 metodach nawadniania w uprawie
roslin. Wybrat wicc (losowo) dwa miejsca (sites) w ktorych mozna przeprowadzi¢ eksperymenty. Kazde
miejsce dzieli na dwie duze dzialki (cate dziatki- whole plots- main units) aby zastosowac¢ na kazdej z nich
jedng z metod nawadniania. Nastgpnie dzieli kazda dziatke na 3 sekcje (dzielone dziatki-subunits) aby

zastosowac 3 rodzaje nawozow. Odpowiedzia jest produkcja roslina z poszczegdlnych dziatek.

Przeprowadzono eksperyment czynnikowy 3x 2 (odpowiednio z czynnikami A i B przy uzyciu
szesciu gtownych jednostek(sites), z ktorych kazda zostata podzielona na dwie podjednostki.
Poziomy A zostaty losowo przypisane do dwoch glownych jednostek, a poziomy B zostaty
losowo przypisane do podjednostek w obrebie gtownych jednostek. Odpowiedni model to

Yy =p+7,+6,+0, +a, +¢&, =13, =12, k=12
2 3 2

7 :0’25]' =0.,Vj ZH,-]- =0, Vi Z‘gij =0
j=1 i=1 Jj=1

a, ~N(0,07); &5 ~ N(0,0%); cov(ay,&,) =0

Jezeli obserwacje sa sortowane wedlug poziomow A, jednostek glownych w obrebie poziomow A

3
i=

1

i pozioméw B w obrebie jednostek gtownych, mozemy wyrazi¢ ten model w postaci

Y =Xp+Z,a, +¢ gdzie

Y, 110010100000 100000
Y, 110001010000 100000
Y, 110010100000 010000
Y, 110001010000 01 0000
Y, 101010001000 001000
You| |1 010010001000 1001000
Yy 101010001000 1000100
Yy 101001000100 000100
Y., 100110000010 000010
Yy, 10010100000°1 000010
Yy 100110000010 000001
REN 10010100000 1] 0000 0 1]




'Y, 1 [t 00 0 0 0] 1 0 0 0 0 O] &, ]
Y[ [1 00 1 0 0 1 00000 £y
Y,| [1 00000 01 0000 PR
Yo, | [T 001 0 0fu]l |01 000 0fa,| |&y
Y,,| |11 1.0 00 0z, |0 01 00 0fa,| |&,
Yor|_[T 10 1 1 0fzy) 100100 0ay| |ex
Y,o| [11.0 00 0[5 |0 0010 0fa,| |&p,
Yool |1 1.0 1 1 06, |0 001 0 O0fay,| |&y
Yol 101 00 0[6,] [0 000 1 0fa,]| |&,
Yo | [1 01 1 0 1 0000T10 Es
Yo | {1 O 1 0 0 0 000001 &3
Y| |1 O 1 1 0 1 00 000 1 | &3 |

Struktura kowariancyjna wektora obserwacji jest taka jak w poprzednim przyktadzie

5, 0 0 0 0 0
0 X 0 0 0 0
SR s L R I o'ty
0 0 0 X 0 0 o
0 0 0 0 X 0
0 0 0 0 0 I

library(lme4)

#Rencher Split-Plot Studies

set.seed(123)

y3<-rnorm(12) #generujemy 12 elementowy wektor odpowiedzi y
x3_I<-rep(c(1:3),each=4)#Main Units

x3 2<-rep(c(1,2),6)#Subunits

#x3_3<-rep(1:6,2)

73 1<-rep(1:6,each=2)

z3 2<-rep(1:6,2)

dane3<-data.frame(y3,x3 1,x3 2,73 1,23 2) #tworzymy ramke¢ danych
dane3$x3_1<-factor(dane3$x3_1) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowej
levels(dane3$x3_1) <- ¢("MU1","MU2","MU3")
dane3$x3_2<-factor(dane3$x3_2) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowej Partia
levels(dane3$x3 2) <- ¢("SUIL","SU2")

dane3$z3_1<-factor(dane3$z3_1) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowej
levels(dane3$z3 1) <- c¢("pall","pal2","pal3","pa2l","pa22","pa23")

2
O

2 2
o’ +o

model3<-lmer(y3~x3 1*x3 2+(1]z3 1),data=dane3,REML=FALSE,control = ImerControl(optimizer ="Nelder Mead"))#estymacja ML

t(model3@pp$Zt) # macierz Z

image(getME(model3,"Z"))#graficzny obraz macierzy Z dla modelu 3
model3 @pp$X # macierz X

t(model3@pp$Zt)%*%model3 @ppSZt

e One-Way Random Effects. Jednokierunkowe efekty losowe. To plan eksperymentu
uzywany w analizie wariancji lub analizie danych panelowych, gdzie poziomy czynnika
grupujacego sg traktowane jako proba losowa z hipotetycznej populacji poziomow koncentrujac
si¢ na estymacji komponentoéw wariancyjnych opisujacych zmienno$¢ pochodzaca od réoznych

grup a nie na réznicach $rednich pomiedzy tymi grupami.

Zaktad chemiczny wyprodukowat duzg liczbe partii. Kazda partia zostata zapakowana w duza
liczbg pojemnikoéw. Wybralismy trzy partie losowo i losowo wybrali§my cztery pojemniki z

kazdej partii, aby zmierzy¢ y. Model jest nastepujacy:

Y, =p+a +g; ;i=1:3,j=1+4



Jezeli obserwacje sa sortowane wedhug partii i pojemnikoéw w partiach, mozemy wyrazi¢ ten

model w postaci Y = XP +Z,a, +¢& ,gdzie

1 1 00
1 1 00
1 1 00
1 1 00
1 010
1 010
X = Zl =
1 010
1 010
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
Struktura kowariancyjna wektora obserwacji jest nastgpujgca
2 2 2 2 2
O + 0, O O O
Zl 0 0 02 1 02 -: 02 012 012
Y=0/ZZ +5’1,=| 0 X 0|, edzic X, = . L )
o, o, o +o0, o,
0 0 21 2 2 2 2 2
o; o, o, o +o0,

#One-way Random Effects
y4<-rnorm(12)

z4<-rep(1:3,each=4)
dane4<-data.frame(y4,z4)
dane4$z4<-factor(dane4$z4)
levels(dane4$z4)<-c("P1","P2","P3")
model4<-lmer(y4~(1|z4),data=dane4 REML=FALSE)
model4 @pp$X # macierz X
t(model4@pp$Zt)%*%modeld @ppSZt
ranef(model4,drop=TRUE)
fixef(model4)

e Independent Random Coefficients (Niezalezne wspotczynniki losowe). To modele w
ktérych parametry zmieniajg si¢ losowo w roznych grupach lub jednostkach i ktorych zmienno$¢
nie jest statystycznie powigzana ze sobg, co oznacza ze np. losowe nachylenie dla jednej grupy
nie jest zalezne od losowego nachylenia dla innej grupy.

W eksperymencie wykorzystano trzy szczenigta z kazdego z czterech miotdéw myszy. Jedno
szczeni¢ z kazdego miotu zostalo wystawione na jeden z trzech ilo§ciowych poziomoéw substancji
rakotworczej. Zaleznos¢ migdzy przyrostem masy ciala (y) a poziomem substancji rakotworczej
jest linig prostg, ale nachylenia i wyrazy wolne r6znig si¢ losowo niezaleznie mi¢dzy miotami.
Trzy poziomy substancji rakotworczej oznaczono jako x. Model jest nastepujacy

Y, = B, +a + ,lej +bl.1xj +&; ;i=1+4, /=13
. 2 2 2
gdzie a, ~ N(0,07) ; b, ~ N(0,0;) ¢; ~ N(0,07); cov(a,,&,) =0
Jezeli dane zostang posortowane wedlug miotéw i poziomow substancji rakotworczych w
miotach, mozemy wyrazi¢ ten model w postaci Y =XB+Za, +Z,a, +¢ (a=a,b=a,)
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Struktura kowariancyjna wektora obserwacji jest nastgpujgca X = O, 12 ZIZIT +0 22 ZZZg +0 2112
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#Independent Random Coefficients

y5<-2*¢(1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3)+rnorm(12)

dose<-¢(1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3)

z1<-rep(1:4,each=3)

daneS<-data.frame(y5,dose,z1)

dane5$z1<-factor(dane5$z1)

levels(dane5$z1)<-c("L1","L2","L3","L4")
model5<-lmer(y5~dose+(dose||z]),data=dane5,REML=FALSE,control = ImerControl(optimizer ="Nelder Mead"))#estymacja metoda ML
#model5<-lmer(y5~1+dose+(1|z1)+(0+dose|z]),data=dane5, REML=FALSE) #Inaczej
t(modelS@pp$Zt) # macierz Z

image(getME(model5,"Z"))#graficzny obraz macierzy Z dla modelu 3

model5@pp$X # macierz X

t(modelS@pp$Zt)%*%modelS @ppSZt

ranef(model5,drop=TRUE)

fixef(model5)

#(uncorrelated random intercept and slope)
modelSbis<-lmer(y5~doset+(dose|zl ),data=dane5,REML=FALSE,control = ImerControl(optimizer ="Nelder Mead"))#estymacja ML

t(modelSbis@pp$Zt) # macierz Z
#model5bis<-lmer(y5~1+dose+(1|z1)+(1+dose|zl),data=daneS,REML=FALSE) #Inaczej

o Heterogeneous Variances (Niejednorodne wariancje). Losowo wybrano cztery osoby z

kazdej z czterech grup. Grupy miaty rézne $rednie i rézne wariancje. Zaktadamy tutaj, ze o’ =0.
Model jest nastepujacy

— = 1= =1 ~ 2
Y;.j—,ul.+8 =14, j*1'4, gii N(an-z)

jo !
Jezeli dane sa sortowane wedtug grup i jednostek w obrebie grup, mozemy wyrazi¢ ten model w

postaci Y=XPp+Za+---+Z,a,+g z

I, I, 0, 0, 0,
I 0 I 0 0
X=| ‘1, z=".2,=|".2,=| *|.Z,=|*
L 0, 0, I 0,
I4 04 04 04 I4

Struktura kowariancyjna jest postaci



oll,
fo |
Y=0/2Z2] +0.7,2} + 01,7} +0,1,1, = 2 -
o3,

2
o1,

Jezeli znamy macierz D a wice takze macierz I+ ZDZ" | to mozemy estymowaé efekty B uzywajac metody
uogolnionych najmniejszych kwadratow. Jezeli nie znamy D, to mozemy je estymowa¢ metoda najwickszej
wiarygodnos$ci. Zatézmy, ze macierz D jest parametryzowana g parametrami. Wektor tych parametrow
oznaczmy symbolem 0. Formalnie powinni$my wigc pisa¢ D(0) . Dla zwigkszenia czytelno$ci rezygnujemy
z dopisywania parametru. Jezeli w klasycznym modelu liniowym Y=XB+¢& , €~ N(0,0 21) wektor
parametrow P jest liczny (duze p) , to aby uniknaé maksymalizacji funkcji wiarygodnosci po duzej przestrzeni
parametrow, rozwaza si¢ tzw. resztowe estymatory najwigkszej wiarygodnosci (residual/restricted maximum
likelihood -REML). W pierwszym kroku redukuje si¢ wektor obserwacji 'Y do przestrzeni ortogonalnej do
kolumn macierzy X rzutujgc ortogonalnie Y na (III{X))L a nastepnie szuka si¢ oceny parametru o’ na
zredukowanej podprzestrzeni. W ten sposob w procesie estymacji o’ pozbywamy si¢ parametrow
zaktocajacych B . Tak uzyskany estymator dla rozwazanego modelu liniowego wyraza si¢ wzorem

) RSS
O remr = )
n—p
. . . . re o . A D RSS r .
a wiec jest estymatorem nieobcigzonym w odréznieniu od estymatora o,, =——, ktory jest tylko
n

asymptotycznie nieobcigzony.
Dla modeli mieszanych obie metody estymacji moga dawac estymatory obcigzone, przy czym

zazwyczaj metoda REML daje estymatory o mniejszym obciazeniu.

Estymacja parametréw w modelach mieszanych nie jest zagadnieniem prostym i od wielu lat
proponuje si¢ nowe metody estymacji. Z grubsza mozna je podzieli¢ na dwie klasy. W jednej grupie
metod wykorzystuje si¢ algebraiczne wiasnosci macierzy ZDZ'a w drugiej rozwija metody
obliczeniowe 1 optymalizacyjne do numerycznej maksymalizacji funkcji wiarygodnosci. Wielu
polskich statystykow zajmuje si¢ metodami estymacji parametrow w modelach mieszanych
szczegolnie z pierwszej z wymienionych grup (Gnot S. 1994, 2004, Michalski A. 1996, Calinski T.
2004, Grzedziel M. 2008). Wprowadzeniem do tej grupy problemow jest monografia:
Gnot S. (1992) Estymacja komponentow wariancyjnych w modelach liniowych. WNT. Warszawa.
Metody zaproponowane przez polskich statystykéw sg bardzo efektywne w sytuacji, gdy mozemy
kontrolowaé macierz Zi mamy mozliwos¢ zaplanowania macierzy modelu. W oprogramowaniu
ogblnego przeznaczenia popularno$¢ zdobyty metody obliczeniowe, w ktérych zarowno macierze Zi
D moga by¢ praktycznie dowolnej postaci. Dominujg 2 podejscia

e metoda estymacji z uzyciem algorytmu Newtona-Rapshona zaimplementowana w programie

SAS w procedurze MIXED
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e metoda estymacji z wykorzystaniem operacji na macierzach rzadkich (w R pakiety nlme i
Ime4)

Pakiet mnle jest omowiony w monografii Pinheiro K, Bates D (2009) Mixed —Effects Models in S

and S-PLUS. Springer

Nowsza wersja pakietu nelm jest pakiet Ime4 (Bates D, Machler M)
https://Ime4.r-forge.r-project.org/book/
Bates D, Machler M. Fitting Linear Mixed-Effects Models Using Ime4 (plik Ime4 Bates.pdf)

Metoda estymacji z uzyciem algorytmu Newtona-Rapshona Woofinger R., Tobias R., Sall J.,
Computing Gaussian Likelihoods and Their Derivatives for General Linear Mixed Models

— do wykonania jest nast¢gpujace zadanie. Nalezy znalez¢ punkt maksymalizujacy funkcje
wiarygodnos$ci (lub resztowej wiarygodnosci) w przestrzeni p+g+1 parametrow (B,B,Uz).
Wykorzystujac procedure profilowania opiszmy funkcje wiarygodnosci jako funkcje jedynie
parametru 0, uzyjemy metody Newtona —Rapshona do znalezienia oceny parametru @ a nastgpnie
uzyjemy tej oceny do wyznaczenia ocen (B,o ). Metoda optymalizacji Newtona-Rapshona to

metoda iteracyjna: w kazdym kroku jest wyznaczana lokalna aproksymacja funkcji wiarygodnosci
funkcjg kwadratowg w celu znalezienia punktu maksymalizujgcego funkcje wiarygodnosci. Iteracyjnie
wyznacza si¢ nowe oceny

@+ _ o® -1
6" =0" _He(i)ge(i) )
gdzie g, to gradient logarytmu funkcji wiarygodno$ci w punkcie 0" a H,, - to hessian (macierz

drugiej rozniczki ) logarytmu funkeji wiarygodnosci w punkcie 0. Do wad metody Newtona —
Rapshona nalezy zaliczy¢ brak gwarancji zbiezno$ci nawet do lokalnego maksimum. W pakietach
statystycznych stosuje si¢ modyfikacje metody Newtona —Rapshona (np. grzbietowa metoda Newtona

—Rapshona z krotszym krokiem , lub tzw. Fisher scoring w ktorym macierz H , zastegpuje si¢

macierzg informacji Fishera (wartoscig oczekiwang macierzy H )

Rozwazmy blizej zagadnienie maksymalizacji funkcji wiarygodnosci wyrazonej wzorem
L(B.0,0°|Y)=(27) ' |V[ " exp(-3(Y~XB)' V" (Y- XB))

gdzie V(02,0)=0"(I1+Z'D(0)Z) jest macierz kowariancyjng wektora Y parametryzowang przez

o’ 0 (wektor @ okre§la macierz D). Rownowaznie mozemy minimalizowaé tzw. dewiancje
(deviance) czyli minus podwojony logarytm funkcji wiarygodnos$ci
—21(B,0,0” | Y)=nlog(27)+log|V |+(Y -XB)' V(Y -XB), (¥

Dla ustalonych parametréw 0 estymator najwigkszej wiarygodnosci dla f mozna wyznaczy¢ metoda

uogolnionych wazonych kwadratow jako b(0) = (XTVAX)AXTVAY .
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Wstawiajac ta wartos¢ do wzoru (*) mozemy przedstawi¢ minimalizowang funkcje jako funkcje

wylacznie parametrow o’i 0. Taki zabieg redukcji parametrow w funkcji wiarygodnosci
nazywamy profilowaniem. Dzigki niemu zmniejszyliSmy wymiar przestrzeni parametrow z p+g+1 do

g+1. Funkcja celu z rownania (*) jest teraz rGwna
—20(8,0° | Y) =nlog(27) +log | V[+(Y — Xb(0))" V' (Y - Xb(0)) (**)
W podobny sposéb mozemy wyznaczy¢ funkcje resztowej wiarygodnosci REML
—21,(0,0° | Y)=(n— p)log(27) +1log | V|+(Y —Xb(0))' V(Y — Xb(0)) + log | X"V 'X| (***)
W rozwazanym przypadku jeszcze zmniejszyé wymiar przestrzeni parametréw profilujac o .
Mozemy maksymalizowa¢ funkcje wiarygodnosci oddzielnie po o i oddzielnie po 0 . Z macierzy
V =0’ (1+2Z'DZ) wyciaggamy ¢, a to co zostanie oznaczmy V' (0")=I1+Z"D(0")Z . Dla
ustalonego 0" maksymalizacja po o> prowadzi do ocen
6> =(Y-Xb)" (V) (Y-Xb)/n,
61 =(Y=Xb)" (V) (Y-Xb)/(n—p).
Wstawiajac te oceny do rownan (**) i (***) odpowiednio otrzymujemy
—21(0°,)Y)=log| V" [+nlog[(Y =Xb)" (V') (Y = Xb)]+ n+nlog(2z/n).
W podobny sposob mozemy wyznaczy¢ funkcje resztowej wiarygodnosci REML
—21,(0,]Y)=nlog(c?) +log| V" |+nlog[(Y = Xb)" (V) ' (Y = Xb)]+(n— p) +
+(n— p)log2z/(n— p))+log| X" (V)" X|
Zauwazmy , ze V jest rozmiaru n x n a wigc dla duzych n (rzedu milionéw czy miliardow obserwacji)
nie mozemy takiej macierzy zmie$ci¢ w pamieci komputera. Okazuje si¢ jednak, ze kazdy z cztonow
opisujacych funkcje —2/(0,] Y) i —2/,(0,] Y) mozna wyznaczy¢ opierajac si¢ na macierzy
S=[Y;X;Z]'[Y;X;Z] , ktora jest rozmiaru (p + g +1)x(p + g +1). Dokladny opis jak to zrobié
jest w pracy

Wolfinger R., Tobias R.,Sall J.,(1994) Computing Gaussian Likelihoods and their Derivatives for
General Linear Mixed Models. SIAM Journal of Scientific Computing, Vol.15.No.6, pp. 1294-1310.

Jako argument za opisaniem pewnego efektu jako efekt losowy podalismy brak zainteresowania oceng
warto$ci tego efektu. Sa jednak sytuacje, gdzie pomimo, ze efekt bedzie traktowany jako losowy
bedziemy zainteresowani jego oceng. Efekt losowy w ujeciu klasycznym jest inaczej traktowany niz
efekt staly lub parametry modelu opisujace wariancje (komponenty wariancyjne). Efekt staty i
parametry opisujace wariancj¢ sg pewnymi nieznanymi warto$ciami, a wigc ma sens ich ocena czyli
estymacja. Efekt losowy jest opisywany przez zmienng losowa i nie powinniSmy uzywac okreslenia

estymacja do jego oceny. Bedziemy wigec wyznacza¢ mediang lub srednig (dla rozktadu normalnego to
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to samo) rozktadu a posteriori p(u|Y,X) i te wartoéci bedziemy nazywali predykcjami efektow
losowych. Samo sformutowanie ,,predykcje” pojawito si¢ dopiero kilkanascie lat temu po tym jak
Henderson podat wzory do wyznaczania tych predykcji. W celu odréznienia predykcji od ocen
bedziemy jako ﬁ oznacza¢ oceng¢ efektow statych a 0 predykcje efektow losowych. Szczegdty

wyprowadzenie rownan Hendersona w duchu bayesowskim mozna znalez¢ w pracy :
Robinson G.(1999) That BLUP is a good thing:the estimation of random effects. Statistical Science,
Vol 6,No.1 pp.15-32.

Dla modelu 'Y = XP + Zu + &€ rownania Hendersona mozna zapisa¢ w postaci:

X'Xx X'z |p| |X"Y
Z'X 7Z'7+D7'|w| |Z'Y|

Przy zatozeniu, ze macierz D jest znana (lub wyestymowana) z powyzszych rownan mozna
wyznaczy¢ i u . Co wigcej mozna pokazaé, ze otrzymana ocena f jest w sensie bigdu

sredniokwadratowego najlepsza w klasie liniowych ocen nieobcigzonych BLUE( best linear
unbiased estimation) a U jest najlepsza liniowa predykcjg nieobcigzong BLUP (best linear unbiased

prediction). W pakiecie R do wyznaczenia predykcji efektow losowych stuzy funkcja ranef(){lme4}

Uwagi do metody REML estymacji komponentow wariancyjnych.

W modelu Y = XB + Zu + & wektor ma rozktad Y ~ N(XB,X)) gdzie X =c>(I+ZDZ").
Zazwyczaj L =01+ Z 0’17 = Z 0’Z.Z po przyjeciu Z, =I, . Idea metody REML

i=l1 i=0
(Patterson ,Thompson 1971) polega na estymacji komponentow wariancyjnych metoda najwigkszej
wiarygodno$ci zastosowanej do transformowanych danych KY a nie oryginalnych danych Y , gdzie
macierz K jest tak dobrana aby rozklad KY zalezat tylko od komponentow wariancyjnych i nie

zalezal od B . Aby to zrobi¢, poszukujemy macierzy K takiej ze KX = 0. Zakladamy ze macierz K

jest pelnego rzedu oraz, ze KY zawiera tak duzo informacji jak to tylko mozliwe o komponentach

wariancyjnych, wigc K musi zawiera¢ maksymalna mozliwa liczbe wierszy. Mozna pokazac

Twierdzenie. Macierz K pelnego rzgdu, taka, ze KX = 0 jest rozmiaru (n —r)x n . Ponadto K jest
postaci K =C(I—-H)=CI-X(X"X) X) gdzie C jest transformacjg petnego rzedu wierszy

macierzy I —H (rzutu ortogonalnego na podprzestrzen ortogonalng do kolumn macierzy X).

13



T
Dowdd. Wiersze k; macierzy musza spetnia¢ rownania kX = 0" lub réwnowaznie X k, =0.Z

ponizszego twierdzenia
Jezeli uktad rownan liniowych Ax =b jest niesprzeczny, to wszystkie jego rozwiagzania dane sa

wzorem
x=Ab+(I-A A)h gdzie A™ jest dowolng uogolniong odwrotnoscig ah dowolnym wektorem.

zastosowanego dla b = 0 mamy k, = (I - (X") X" )¢ dla dowolnego wektora ¢ wymiarun x1.

Wobec tego k! =¢"(I-(X")"X")" =¢"(I-XX") (bo (A7) =(A")").

Ale rank(XX") = rank(X) = 7. Ponadto I — XX jest idempotentna, wigc

rank(I - XX") =tr(I- XX") = tr(I) - tr(XX") = n —r. Stad wynika, Ze istnieje 7 —r liniowo
niezaleznych wektorow K;, spelniajacych X k ., = 01 dlatego maksymalna liczba wierszy macierzy
K jest rowna n—r. Wobec powyzszego K = C(I — XX") dla pewnej macierzy C wymiaru
(n—r)xn pelmego rzedu ,ktéra specyfikuje liniowo niezalezne kombinacje wierszy macierzy

I - XX . Przyjmujac X~ = (X" X) X" (zob. uzupelnienie macierzy) mozemy przyjaé

K=CI-X(X"X) X).

Dla modelu Y ~ N(XB,X)) gdzie £ =o'l + Z 0’11 = Z 07,7 i powyzej rozwazane;

i=1 i=0

macierzy K mamy KY~N,_ (0,KZK").
Twierdzenie. Uktad m+1 rownan dla estymacji komponentéw aj ,0'12,. . .,O'i jest dany przez

tr[ K" (KZK")™ KZI.ZI.T = Y'K'(KEK")™ KZI.ZI.T (KZK")'KY , i=0,...,m.
Dowod.

1

nor 1n(27r)—%1n IKZK" |—EYTKT(K2KT)’1KY

InL(c;,00,....,0.)=—

n—r

In(27)— % In

-1
_%YTKT{K[ZGI?ZI,Z?JKT} KY

i=0

K[ZafziszKT
i=0

OA™! =—A*‘a—AA71 Olog|A| _

ox ox ox

Stad korzystajac ze wzorow

‘[1’(A1 g—Aj zob.(Uzupeknienia z
X

macierzy) ipamietajac,ze X =o I+ ZO'I.ZZI.ZI.T = Z o’Z,Z otrzymujemy

i=1 i=0
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2

i

1

0 InL(c;,0;,...,0.)=——tt| (KZK")™ az(KZKT)
2 oo

1

2

1

Ay (KeK Y| (KZKT) [(KSKT) ' KY
2 oo
1 T\-1 Ty T
:—Etr((KZK )'KZZ'K")
+ %YTKT(KZKT)l [Kz,Z'K"[KZK™)'KY =
1 T T\-1 T
:—Etr(K (KZK")'KZ,Z])

+%YTKT(K2KT)1 [Kz,2'K"[KzK")'KY

Przyréwnujac powyzsze wyrazenia do 0 otrzymujemy zapowiadany uktad.

Uwagi o testach dla efektow stalych i losowych

Testy dla efektow stalych

Testujemy hipotezg Hy : =0 wobec alternatywy H; : 0.

Prezentowane nizej testy tatwo rozszerzy¢ (poza pierwszym) na przypadek testowania hipotezy o

zbiorze J efektow ;.

Jezeli liczba obserwacji jest znacznie wicksza od liczby parametrow n>>p to czgsto
wykorzystywany jest test Walda. Statystyka testowg jest iloraz oceny parametru i btgdu

standardowego tej oceny

A

r-_bB '
se(f))

Asymptotycznie statystyka ta ma rozktad normalny. Dla mniejszych n jej rozktad jest

przyblizany rozktadem #-Studenta. W modelach mieszanych w przeciwienstwie do modeli

liniowych bez efektow losowych rozktad 7-Studenta nie jest doktadnym rozktadem statystyki

testowej jezeli nie znamy macierzy D . Potrzebny biad standardowy § e( ;) odezytujemy z

macierzy

X'x X'z |
Z'X Z'Z+D!

V(B—ﬁ,u—m{

W aktualnej wersji pakietu Ime4 statystyka 7 jest oznaczana jako z.value i (Swiadomie) nie

jest podawana p-wartosc¢.
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e Jezeli n nie jest bardzo duze ( ale i nie jest tez bardzo mate) stosujemy test ilorazu
wiarygodnosci. Statystyka testowa to r6znica logarytmoéw dwoch funkcji wiarygodnosci z
danym efektem i bez danego efektu. Roznica ta przy prawdziwos$ci hipotezy zerowej ma
rozktad y” z liczba stopni swobody odpowiadajaca roznicy w licznie parametrow pomiedzy
badanymi modelami.Test ilorazu wiarygodnosci mozemy stosowa¢ wytacznie jezeli jeden
model jest zagniezdzony w drugim. Stwierdzeni to ma nastgpujace konsekwencje. Stosujac
ML do estymacji modelu z efektem i bez mamy spetiony warunek zagniezdzenia. Natomiast
stosujac metode REML estymacja odbywa si¢ w przestrzeni ortogonalnej do przestrzeni
rozpinanej przez efekty stale. Jezeli porownywane modele maja rézne efekty state to
estymacja odbywa si¢ w roznych przestrzeniach i warunek zagniezdzenia nie jest spelniony.
W konsekwencji test ilorazu wiarygodno$ci nie powinien by¢ stosowany przy testowaniu
istotno$ci efektow statych metoda estymacji REML.

e Do okreslenia istotnosci wspofczynnika 8, mogg by¢ tez wykorzystane kryteria wyboru
modelu takie jak AIC lub BIC. W tym przypadku nie wykonujemy testu na istotnosc ale
sprawdzamy, czy dodanie danej zmiennej do modelu poprawia wybrane kryteriom oceny
jako$ci modelu.. Uwaga. Nie wszystkie wilasnosci kryteriow AIC oraz BIC przenosza si¢ z
modeli efektow stalych na modele mieszane.

e Do weryfikowania istotnos$ci efektu 5; mozna stosowac test permutacyjny. Jako statystyke
testowa mozna uzy¢ funkcji wiarygodnosci. Wykonujac permutacje na kolumnie macierzy X
odpowiadajacej efektowi 8; mozna wyznaczy¢ rozklad statystyki testowej. Minusem jest czas

obliczen.

Testy dla komponentow wariancyjnych

Testujemy hipoteze Ho : 0]? =( wobec alternatywy H; : 0]? >0.

Asymptotyczny rozklad statystyki testowej ilorazu wiarygodno$ci bada si¢ na przestrzeni parametrow,
ktora jest zbiorem otwartym ( ktopoty z rozniczkowaniem na zbiorach nieotwartych). Jezeli zbior

parametrow jest otwarty, to kazdy konkretny parametr jest punktem wewngtrznym zbioru i nie lezy na

jego brzegu. W przypadku testowania hipotezy Hy : a]? = ( przestrzenig parametrow jest potprosta
nieujemna a interesujacy nas parametr, przy prawdziwosci Hy , lezy na jej brzegu. W takiej sytuacji

rozktad asymptotyczny statystyki testowej nie jest rozktadem ;(12 ale jest mieszanka 1:1 rozktadoéw
Zoi X 12 (rozklad ¥ o =0, ). Dlatego w literaturze sugeruje si¢ aby p-warto$¢ wyznaczong z rozkltadu

4 12 podzieli¢ przez 2.
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e Model z jednym komponentem wariancyjnym, jedna zmienna grupujgca

Rozwazmy przypadek, w ktéorym mamy do czynienia z jedng zmienng grupujaca. Uwzglednimy ja w
modelu jako komponent wariancyjny, a poziomy zmiennej grupujacej jako efekty losowe. Rozwazmy
szczegllny przypadek modelu mieszanego Y =Xp+Zu+¢ tzn. Y =ml+Zu +¢,

u, 3
gdzieu=| : |~ N(0,071,,,)czyli D= ol,, ie=|: |~N(0,0,,). Macierz Zjest

u, ¢,
macierzg eksperymentu kodujacg poziomy ( g-poziomdéw) zmiennej objasniajgcej z uzyciem
zmiennych pustych. Dla rozwazanego modelu Y =m1 + Zu + &€ mamy
V(Y)=o,0+0}ZZ".
Przyjmijmy ze mamy siedem obserwacji. Mamy tez zmienng jako$ciowg z , ktora przyjmuje wartosci

na trzech poziomach (4,4,4,B,B,C,C) . Macierz Z. jest wigc postaci

1 0 0
1 0 0
1 0 0
Z=/0 1 0]
01 0
0 0 1
10 0 1)
u,
Wektor efektéw losowych u=|u, |~ N(0,0/1,,), D=0/l ,
Us
(c2+02 o} ol 0 0 0 0 |
o) o) +o) o) 0 0 0 0
ol ol o, +o} 0 0 0 0
V(Y)= 0 0 0 o, +o; ol 0 0
0 0 0 ol o, +o) 0 0
0 0 0 0 0 o) +o) ol
| 0 0 0 0 0 ol op+ 0'12_

W modelu efektow losowych obserwacje z tej samej klasy sg skorelowane
COV(Y;,' ’ Y;k) 0'12

P, Y,) = =
T @) v, o +ot
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Wspolczynnik korelacji pomigdzy zmiennymi z tej samej klasy (grupy) nosi nazwe¢ wspotczynnika
korelacji wewnatrzklasowej. Wektor Y ma rozktad N(m1,V (Y)).

#Plik Mixed.R

y<-¢(10,10,10,11,11,12,12)+rnorm(7) #generujemy 7 elementowy wektor odpowiedzi y
z=c(1,1,1,2,2,3,3) #zmienna jako$ciowa o 3 poziomach

dane<-data.frame(y,z) #tworzymy ramke danych

dane$z<-factor(dane$z) #nadajemy kody dla zmiennej jakosciowe;j

levels(dane$z) <- c¢("A","B","C")

dane
y z
1 10.155414 A
2 7.627135 A
3 7.258444 A
4 11.924624 B
5 13.228422 B
6 13.158085 C
7 13.302090 C
summary(dane)
y z
Min. :  7.258 A3
Ist Qu.: 8.891 B:2
Median :11.925 C:2
Mean :10.951
3rd Qu.: 13.193
Max. : 13.302

Rozwazamy model 0 Y =ml+ Zu + ¢
library(lme4)
modelO<-lmer(y~(1|z),data=dane, REML=FALSE )#estymacja metoda ML
model0@pp$Zt # transponowana macierz Z odczytana ze slotu modelO@pp obiekty klasy S4
t(modelO@pp$Zt) # macierz Z

x 3 sparse Matrix of class "dgCMmatrix"
A BC

CRRR

1.
1.
.1
1

1mage(getME(m0delO "Z"))#graficzny obraz macierzy Z dla modelu 0

TNoOUVIhAWN R

model0@pp$Xwts # transponowana macierz X

summary(model0)
Linear mixed model fit by maximum likelihood [lmerMod']
Formula: y ~ (1 | 2)



Data: dane

AIC  BIC logLik deviance df.resid

345 344 -143 285 4
Scaled residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.1622 -0.6231 0.1716 0.4932 1.2505

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.
z (Intercept) 4.195 2.048
Residual 1.442 1.201

Number of obs: 7, groups: z, 3

Fixed effects:
Estimate Std. Error t value
(Intercept) 11.333 1.269 8.929

Interpretacja wynikow estymacji metodag ML
ocena wariancji efektow losowych: &7 = 4.195

ocena wariancji zaklocenia losowego: &, =1.442

ocena efektu statego $redniej: m =11.333
warto$¢ statystyki testu Walda: t=8.929

modell<-lmer(y~(1|z),data=dane, REML=TRUE )#estymacja metoda REML
modell @pp$Zt # transponowana macierz Z
t(modell @pp$Zt) # macierz Z
modell @pp$Xwts# transponowana macierz X
summary(modell)

Linear mixed model fit by REML ['ImerMod']

Formula: y ~ (1| 2)

Data: dane
REML criterion at convergence: 26

Scaled residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.07553 -0.60448 0.09612 0.42932 1.32973

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.
z (Intercept) 6.537 2.557
Residual 1.451 1.204

Number of obs: 7, groups: z, 3

Fixed effects:
Estimate Std. Error t value
(Intercept) 11.350  1.547 7.337

Interpretacja wynikow estymacji metoda REML
ocena wariancji efektow losowych: & = 6.537

ocena wariancji zaklocenia losowego: &, =1.451

ocena efektu statego $redniej: m =11.350
warto$¢ statystyki testu Walda: t=7.337

#wyznaczymy predykcje efektow losowych

#argument condVar=TRUE dodaje do wyniku informacje o odchyleniach standardowych
library(lattice)

u=ranef(model0,condVar=TRUE)
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dotplot(u)

(htercept)

ocenaML<-unlist(ranef(model0))+fixef(model0)# ML
#funkcja unlist() wybiera z listy wektor liczb ktory mozna doda¢ do innego wektora
ocenaML

z.(Intercept)1 z.(Intercept)2 z.(Intercept)3
8.653908  12.394254  12.951992
dotplot(ocenaML)

Zadanie. Narysowac¢ wykres dotplot(ocenaML) z bledami standardowymi

Przypusémy, ze eksperymentator chce sprawdzi¢ rzetelno$¢ pomiaru okreslonej cechy
psychologicznej za pomoca pewnej standaryzowanej skali postaw. W tym celu kazdej z pigciu
wylosowanych z okreslonej populacji osob daje do rozwigzania trzy rownolegle wersje tej skali, przy

czym kolejno$¢ w jakiej te wersje wystgpuja w badaniu zostala zrandomizowana dla kazdej z osob
oddzielnie.

Tabelal. Wyniki fikcyjnego eksperymentu (Brzezinski 297)

Wersje skali postaw
Osoby Al A2 A3
1 25 26 27
2 21 25 26
3 18 25 26
4 16 20 18
5 12 16 20
Il sposob
Al
Budujemy baze¢ danych zestawiajac kolumng Postawa =| 4, | i dwie kolumny kodow
A3
WERSJA OSOBA | POSTAWA
1 1 25
1 21
1 3 18
1 4 16
1 5 12
2 1 26
2 2 25
2 3 25
2 4 20
2 5 16
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3 1 27
3 2 26
3 3 26
3 4 18
3 5 20

Uruchamiamy GLM

ZMIENNE ZALEZNE : Postawa

PREDYKTORY JAKOSCIOWE : Wersja , Osoba
Efekty migdzygrupowe Wersja + Osoba
Opcje/Czynniki losowe: Osoba

Jednowymiarowe testy istotnosci, wielkosci efektéw i moce dla postawa (Arkusz1)
Model przeparametryzowany

Dekompozycja typu Il
Efekt SS Stopnie MS tacz. | Lgcz. F p |Eta-kwa|Niecentr| Moc
(S/L) swobody Mn. | Mn. drat | alno$¢ | obser
df dla |MS dla czgstko wowa
b b we na
(alfa=
Efekt 0,05)
Wyraz wolny State | 6869,4 1 6869,4 4 53,4 | 128,6 | 0,000 0,970 | 128,6 | 1,000
wersja State 70,0 2 35,0 8 3,0 11,7 10,004 | 0,745 23,3 0,950
osoba Losowy, 213,6 4 53,4 8 3,0 17,8 1 0,000 | 0,899 71,2 11,000
Btad 24,0 8 3,0

Zmienna: postawa

Komponenty wariancyjne
Dekompozycja typu Il

osoba 16,8

postawa<-¢(25,21,18,16,12,26,25,25,20,16,27,26,26,18,20)
wersja<-c(1,1,1,1,1,2,2,2,2,2.3,3,3,3,3)
osoba<-c(1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5)
danel<-data.frame(postawa,wersja,osoba)
danel$wersja<-factor(danel$wersja)
levels(danel$wersja) <- c("wl","w2","w3")
danelS$osoba<-factor(danel$osoba)
levels(danel$osoba) <- ¢("o1","02","03","04","05")

model a<-lmer(postawa~wersja+(1|osoba),data=danel, REML=FALSE)#estymacja metoda ML

model a
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fixef(model a)

ranef(model _a)

dotplot(ranef(model a,condVar=TRUE))

model a@pp$X #macierz X dla modelu 1

t(model a@pp$Zt) # macierz Z dla modelu 1

image(getME(model a,"Z"))#graficzny obraz macierzy Z dla modelu_a
summary(model_a)

model b<-Imer(postawa~wersja+(1|osoba),data=danel REML=TRUE)#estymacja metoda REML
model b

fixef(model b)

ranef(model b)

summary(model b)

#uwaga Komponenty wariancyjne westymowane metod¢ REML sg takie jak w Statistica

#test ilorazu wiarygodno$ci istotnosci czynnika wersja
logLik(model a) #pely model

model aw=update(model a,.~.-wersja)
logLik(model aw)

anova(model a,model aw)
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Przyklad : mleczno$¢ krow.  Dla wybranych 10 kréw zmierzono ilo§¢ mleka
wyprodukowanego dzienne przez dang krowe. Dla kazdej krowy pomiar powtdrzono czterokrotnie

library(PBImisc)
#odczytujemy dane o mlecznos$ci krow, w pierwszej kolumnie jest identyfikator krowy,

#w drugiej dzienny udoj w kilogramach

data(milk)

summary(milk)
cow milk.amount
cow A : 4 Min. :19.40
cowB :4 Ist Qu.:24.65
cowC :4 Median :27.30
cowD :4 Mean :27.02
cowE :4 3rd Qu.:29.95
cowF :4 Max. :32.00
(Other):16

#srednie mlecznosci krow
($rednie=with(milk,tapply(milk.amount,cow,mean)))
cow A cowB cow C cowD cowE cowF cow G cowH cowI cow]
24.550 24.900 28.550 26.175 22.450 24.725 27.550 30.150 30.900 30.200
#graficzna prezentacja danych
library(lattice)
dotplot(cow~milk.amount,data=milk,xlab="mleczno$¢ [kg/dzien]")

cow J + e
cow | -
cow H * . »
cow G * ..

cow F * L L

cCowE [ * *
cow D
cow C
cow B *

cow A *

mlecznosc¢ [kg/dzien]

#model z jednym komponentem wariancyjnym
library(lme4)

(modell<-lmer(milk.amount~(1|cow),data=milk))

Linear mixed model fit by REML ['ImerMod']
Formula: milk.amount ~ (1 | cow)
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Data: milk
REML criterion at convergence: 178.9

Scaled residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.9981 -0.4136 0.1775 0.6561 1.4021

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.
COW (Intercept) 7.589 2.755
Residual 2.999 1.732

Number of obs: 40, groups: cow, 10

Fixed effects:
Estimate Std. Error t value
(Intercept) 27.0150 0.9132 29.58

Otrzymali$my oceny:
o cfektu stalego $redniej 27.015
e wariancji efektow losowych & =7.589

. . r : A2
e wariancji zaklocenia losowego o, =2.999

# ten sam model z jednym komponentem wariancyjnym estymowany ML
model3<-lmer(milk.amount~(1|cow),data=milk, REML=FALSE)

Poréwnajmy uzyskane wyniki z modelem efektow statych

#model ze statym efektem krowy
summary(model2<-Im(milk.amount~cow,data=milk))
Call:

Im(formula = milk.amount ~ cow, data = milk)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.175-1.000 0.150 1.006 2.650

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 24.550 0.866 28.350 <2e-16 ***
cowcow B 0.350 1.225 0.286 0.77700
cowcow C 4.000 1.225 3.266 0.00273 **
cowcow D 1.625 1.225 1.327 0.19455
cowcow E -2.100 1.225 -1.715 0.09670 .
cowcow F 0.175 1.225 0.143 0.88733
cowcow G 3.000 1.225 2.450 0.02035 *
cowcow H 5.600 1.225 4.573 7.76e-05 *#*
cowcow | 6.350 1.225 5.185 1.38e-05 *#*
cowcow J 5.650 1.225 4.614 6.92e-05 ***

Signif. codes: 0 “***°0.001 “*** 0.01 “** 0.05 > 0.1 “’ 1
Residual standard error: 1.732 on 30 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7694, Adjusted R-squared: 0.7002
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F-statistic: 11.12 on 9 and 30 DF, p-value: 2.161e-07

W podsumowaniu modelu2 podane sg oceny efektow kazdej krowy, poniewaz krowa byla traktowana
jako efekt staty.
Uzywajac funkcji ranef() wyznaczymy predykcje efektow losowych

ocenaMR<-unlist(ranef(modell ))+fixef(model1) #REML
ocenaMM-<-unlist(ranef(model3))+fixef(model3)# ML
ocenalLM<-¢(0,model2$coef[-1])+model2$coef] 1 [#LM
cbind($rednie,ocenalLM,ocenaMR ,ocenaMM)

Srednie ocenalLM ocenaMR ocenaMM
cow A 24.550 24.550 2477168 24.79631
cow B 24.900 24.900 25.09020 25.11133
cow C 28.550 28.550 28.41196 28.39662
cow D 26.175 26.175 26.25054 26.25893
cow E 22.450 22.450 22.86053 22.90614
cow F 24.725 24.725 24.93094 24.95382
cow G 27.550 27.550 27.50189 27.49654
cow H 30.150 30.150 29.86807 29.83675
cow I 30.900 30.900 30.55062 30.51181
cow J 30.200 30.200 29.91358 29.88175

Jak widac¢ na powyzszym przyktadzie oceny mlecznosci krow w modelu efektow statych (ocenalLM)
sg identyczne ze $rednimi grupowymi ($rednie). Oceny wyznaczone z uzyciem modeli mieszanych sg
inne i co do wartosci $ciggnigte w kierunku $redniej a wige w kierunku 27.015. Oceny ML i REML

ro6znig si¢ nieznacznie.

Przyktad : efekt staty genu 1 jeden komponent wariancyjny

W zbiorze danych poza roczng mlecznos$cig i indeksem krowy mamy informacj¢ o numerze laktacji ,
o genotypie danego osobnika i o ilo$ci thuszczu w mleku wyprodukowanym przez krowe. Hipoteza
badawcza, ktora nas interesuje, to okreslenie czy obserwowana mutacja w genie BTN wplywa na
mleczno$¢ krow. Mamy 915 pomiarow mlecznosci dla osobnikoéw o genotypie BTN3Al=I(allel
dziki) i 85 pomiarow dla genotypu BTN3A1=2 (allel zmutowany). Nie mozemy tu zastosowac testu t
Studenta dla dwoch prob ani modelu z jednym efektem statym efektem genu BNT3A1, poniewaz
cze$¢ osobnikow byta mierzona wigcej niz 1 raz/przez kilka laktacji/ . Stad tez niektore pomiary sg do
siebie bardziej podobne i nie jest spetnione zalozenie jednorodnos$ci wariancji i niezalezno$ci
zaklocenia losowego.

Budujemy model w ktorym efektami statymi bedg gen BTN i numer laktacji a efekt osobniczy
bedzie uwzgledniony jako efekt losowy.

Plik Milkgene.R
library(PBImisc)
data(milkgene)
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library(lattice)
xyplot(milk~fat, data=milkgene)
bwplot(milk~lactation, data=milkgene)

summary(milkgene)

#model z dwoma efektami statymi jednym komponentem wariancyjnym
library(lme4)
modell<-lmer(milk~btn3al+lactation+(1|cow.id),data=milkgene)
summary(modell)

Linear mixed model fit by REML ['ImerMod']
Formula: milk ~ btn3al + lactation + (1 | cow.id)
Data: milkgene
REML criterion at convergence: 17303.6
Scaled residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.6325 -0.5378 0.0279 0.5505 3.2110

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.
cow.id (Intercept) 1240403 1114
Residual 1252911 1119

Number of obs: 1000, groups: cow.id, 409

Fixed effects:

Estimate Std. Error t value
(Intercept) 6699.45  81.08 82.632
btn3al2 -244.08 235.12 -1.038
lactation2 1307.04  84.63 15.443
lactation3 1800.54 102.10 17.635
lactationd 1669.27 176.45 9.460

Correlation of Fixed Effects:

(Intr) btn312 Icttn2 Icttn3
btn3al2 -0.269
lactation2 -0.454 0.029
lactation3 -0.374 0.015 0.395
lactation4 -0.214 0.000 0.228 0.234

Efekt genu BTNI1 zostal oceniony na -244.08- tzn. o tyle $rednio nizsza jest mleczno$¢ kréw o
genotypie BTN1=2 od mleczno$ci osobnikow BTN1=1. Parametr O'czm ., Zostal oceniony na 1240403

.. . , . 2 . . ., 2 , . . .
1 jest praktycznie rowny ocenie parametru ¢, . Oznacza to, ze zmienno$¢ o, mlecznosci dla jednej

2
cow.id

krowy jest mniej wigcej dwukrotnie mniejsza niz zmienno$¢ dla roznych kréw o + O'g .
#wyznaczymy predykcje efektow losowych

#argument condVar=TRUE dodaje do wyniku informacje o odchyleniach standardowych
u=ranef(modell,condVar=TRUE)

dotplot(u)
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cow.id

1
(Intercept)

-4000 -2000 0 2000 4000

#wyznaczymy reszty z modelu

e=resid(modell)

#wyznaczymy wykres QQplot dla reszt z modelu
qqnorm(e,pch=16)

qqline(e)

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
1000 2000 3000
| | | | |

-1000 0

-3000
1

Theoretical Quantiles

#wyznaczymy wykres QQplot dla efektow losowych z modelu

ul=u[[1]][[1]]# wybieramy predykcje efektow losowych bez odchylen standardowych
qqnorm(ul,pch=16)

qqline(ul)
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Normal Q-Q Plot

1000 2000 3000

Sample Quantiles
0

-2000 -1000

Theoretical Quantiles

Zalezno$¢ miedzy predykcjami efektow losowych a ocenami reszt

#wektor losowy ul ma inng dtugos¢ niz epsilon; aby je porowna¢ wyznaczymy
# odpowiadajaca efektowi u dla kazdej obserwacji ze zbioru danych
Z=model.matrix(~factor(cow.id)-1,milkgene)

ue=Z %*% ul# wektor o tej samej dtugosci co wektor epsilon
xyplot(e~ue,type=c("p","smooth"))

xyplot(ue~e,type=c("p","smooth"))

2000 7

2000 -

ue

Predykcje efektu losowego sa nieznacznie skorelowane z wartosciami reszt

Testowanie istotnosci efektow statych

e Test Walda istotnosci genu BTN3ALl
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#Testowanie istotno$ci efektow statych
#istotnos¢ genu
summary(modell)

Fixed effects:

Estimate Std. Error t value
(Intercept) 6699.45  81.08 82.632
btn3al2  -244.08 235.12 -1.038
lactation2 1307.04  84.63 15.443
lactation3 1800.54 102.10 17.635
lactationd 1669.27 176.45 9.460

uu=summary(model1)
wsp<-as.data.frame(uu[10]) #obiekt uu jest lista ktora na pozycji 10 zawiera wspotczynniki
wsp
tse<-wsp[2,3]
#istotnos¢ genu
2*pnorm(tse,lower.tail = TRUE)
[1] 0.2991872
Whniosek. Efekt genu nie jest istotny

e Test ilorazu wiarygodnos$ci istotnosci genu BTN3A1 (musimy uzy¢ estymatoréw ML a nie
REML

#Test ilorazu wiarygodnosci istotnosci genu BTN3A1 (musimy uzy¢ estymatorow ML a nie REML)
modelPey=Ilmer(milk~btn3al+lactation+(1|cow.id),data=milkgene, REML=FALSE)
modelBezBTN1=update(modelPehy,.~.-btn3al)
logLik(modelPelny)
logLik(modelBezBTN1)
anova(modelPelny,modelBezBTN1)

Data: milkgene

Models:

modelBezBTN1: milk ~ lactation + (1 | cow.id)

modelPetny: milk ~ btn3al + lactation + (1 | cow.id)

npar AIC BIC logLik deviance Chisq Df Pr(>Chisq)

modelBezBTN1 6 17373 17403 -8680.7 17361

modelPelny 7 17374 17409 -8680.2 17360 1.0826 1  0.2981
Whniosek. Efekt genu nie jest istotny

#Test permutacyjny istotnos$ci genu BTN3A1

N=1000

logs=replicate(N,logLik(Imer(milk~sample(btn3al)+lactation+(1|cow.id),data=milkgene, REML=FAL
SE))
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mean(logs>logLik(modelPeiny))
[1] 0.301

Whniosek. Efekt genu nie jest istotny

Testowanie istotnosci efektow losowych

e Test ilorazu wiarygodnosci

Aby przeprowadzic¢ test ilorazu wiarygodno$ci wyznaczymy logarytm funkcji wiarygodnos$ci dla
modelu z komponentem wariancyjnym i bez.

#Testowanie istotnosci efektow losowych
(IL1<-logLik(modell<-lmer(milk~btn3al+lactation+(1|cow.id),data=milkgene, REML=FALSE)))
(IL2<-logLik(model2<-lm(milk~btn3al+lactation,data=milkgene)))

(IDelta=as.numeric(IL2-1L1))

pchisq(-2*IDelta, 1,lower.tail=FALSE)

pchisq(-2*IDelta,409,lower.tail=F ALSE)

#test permutacyjny

milkgene2=milkgene

N=1000

logs=replicate(N, {
milkgene2$cow.id=sample(milkgene2$cow.id);
logLik(Imer(milk~btn3al+lactation+(1|cow.id),data=milkgene2))})

mean(logs > logLik(modell))

Model mieszany z dwoma komponentami wariancyjnymi, dwie
zmienne grupujace

Rozwazmy zbidr 7 obserwacji i ze w tym zbiorze danych mamy dwie zmienne jako$ciowe z; o dwoch
poziomach tzn. z,=(4,4,4,B,B,B,B) 1 z, o trzech poziomach tzn. z=(Q, O, O,R, R, S, S).

Jezeli w formule opisujacej model w programie R dodamy (1| z;)+ (1| z,) to bedzie oznaczalo uwzglednienie
poziomow zmiennych z; 1 z, jako efektow losowych, a wigc dodanie dwoch komponentow wariancyjnych.

Macierze Z; i Z, z modelu mieszanego sg postaci

10 1 00
10 100
10 100
Z=0 1]>z,=[0 1 0
0 1 010
0 1 00 1
0 1 00 1

Macierz kowariancyjna V(Y) = o1+ 07 Z,Z] + 07,7, jest postaci
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M2 2 2
0, +O'1 +O'2
2 2
(o3} +O'2
2 2
O, +O'2

0

0
0
0

2 2 2
o, t0, +0,

2 2
o, +0,

2 2
o, +0,

0

0
0
0

(6} o2
o. o
o. o
Vi=10o 0
0 0
0 0
0 0
(62 o?
o o}
o} o}
V,=0 0
0 0
0 0
0 0
ol +0o;
ol +0;

2 2 2
o, +o, +0,

0

S o O

g2 0 0 0 0]
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0
0 o of o o
0 o of o o
0 o of o o
0 o of o o
2 0 0 0 0]
G2 0 0 0 0
o2 0 0 0 0
0 o oo 0 0
0 o oo 0 0
0 0 0 o o
0 0 0 o o
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
o, +ol+0;, ol +o0; o} ol
ol +o0; o, +0 +0, o} ol
o o} o.+ol+o;, o +ol
o} ol ol+0;,  o,+0 +o0,

Hierarchiczny model mieszany

Rozwazmy zbior 8 obserwacji i ze w tym zbiorze danych mamy dwie zmienne jakosciowe z; o dwoch
poziomach z,=(4,4,4,4,8B,B,B,B), z2=(Q0, O, R, R, O, O, O,R) przy czym z, jest zagniezdzona w z;.
W programie R w formule definiujacej model pojawi si¢ sktadnik y~ (1]z()+ (1]z;: z2)

(y~(1]z1/2z2) inny zapis powyzszego modelu )

Macierze Z, 1 Z, z modelu mieszanego sa postaci

OO O O = = -

Macierz kowariancyjna V(Y) = o,

—_— = = = OO O

0]

b

[ e = e

0

S O O = = O

00
00
00
00
1 0
1 0
1 0
0 1

1+0/Z,Z] +0,Z,Z jest postaci
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of of of of 0 0 0 O o; o 0 0 O O 0 O

ol o of of 0 0 0 0 0 0 o o0 0 0 0 O

- ol ol of of 0 0 0 0 - 0 0 o o0 0 0 0 O

1o 0 0 0 o o o o 1o 0 0 0 o o & 0

0 0 0 0 o o o o 0 0 0 0 o o0 o 0

0 0 0 0 o o o o 0 0 0 0 o o0 o 0

|0 0 0 0 ol o} o} 0'12_ |0 0 0 0 0 0 O o
Plik Biecek212.R

library(lme4)

y<-5+rnorm(8)
zl<-as.factor(c("A","A","A","A","B","B","B","B"))
z2<-as.factor(c("Q","Q","R","R","Q","Q","Q","R"))
dane<-data.frame(y,z1,z2)

model<-lmer(y~ (1|z1)+(1|z1:22),data=dane,REML=FALSE,
control = ImerControl(optimizer ="Nelder Mead"))#estymacja metodg ML
# y~(1]z1/z2) inny zapis powyzszego modelu
summary(model)

model@pp$Zt # transponowana macierz Z

t(model@pp$Zt) # macierz Z
image(getME(model,"Z"))#graficzny obraz macierzy Z

8 x 6 sparse Matrix of class "dgCMatrix"
A:Q AARB:QB:R AB

11 .. .1.
21 .. .1.
3.1 . .1.
4 .1 1.
5. 1 ..1
6 . 1 ..1
7 . 1 ..1
8 1.1

Wida¢ ze macierz Z =[Z,,Z,] powstaje przed dotaczenie do macierzy Z, kolumn macierzy Z,.

Sprawdzenie w Mathematica 13.3

1000 10 ,
1000 1 0 o5 0 0 O O O
0100 10 0 of 0 0 0 0
7-0 100 10 D=0 0 2 0 0 0
0 01 0 0 1 0 0 0 ¢2 0 O
001001 0 0 0 0 o 0
00 1001 0 0 0 0 0 o2
0 0 01 0 1
02+ 0} of+ 0% o? o? 0 0 0 0
02+ 0} of+ 0% o? o? 0 0 0 0
o? o? 02 + 0} of+o0% 0 0 0 0
IDZ' = o? o? o2 + 0} of+o0% 0 0 0 0
0 0 0 0 02 +0? of+0? of+o0? o?
0 0 0 0 02 +0? of+0? of+o0? o?
0 0 0 0 02+ 0% of+0? of+o0? o?
0 0 0 0 o? o? o? 02 + o3
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